Урок 241-242 "Исследование функций и посторений графиков"
Перечень вопросов, рассматриваемых в теме:
· функция, аргумент функции, значение функции
· график функции, преобразование графика функции
· свойства функции, исследование свойств функции
Глоссарий по теме урока
Определение
Зависимость переменной у от переменной х называется функцией, если каждому значению х соответствует единственное значение у.
х – независимая переменная, аргумент,
у - зависимая переменная, значение функции
Определение
Множество значений аргумента функции называется областью определения функции и обозначается D(y).
Определение
Множество значений, которые принимает сама функция, называется множеством значений функции и обозначается Е(у).
Определение
Функция у = f(х) называется четной, если она обладает двумя свойствами:
1. область определения этой функции симметрична относительно 0;
2. для любого х из области определения выполняется равенство f(-х)=f(х).
Функция у = f(х) называется нечетной, если она обладает двумя свойствами:
1. область определения этой функции симметрична относительно 0;
для любого х из области определения выполняется равенство f(-х)=-f(х).
Определение
Значения аргумента, при которых значение функции равно 0, называются корнями (нулями) функции.
Определение
Функция у=f(x) возрастает на промежутке (а; в), если для любых х1, х2 из этого промежутка, таких, что х1<х2, выполняется неравенство у1<у2.
Функция у=f(x) убывает на промежутке (а; в), если для любых х1, х2 из этого промежутка, таких что, х1<х2, выполняется неравенство у1>у2.
Основная литература:
Колягин Ю.М., Ткачева М.В, Федорова Н.Е. и др., под ред. Жижченко А.Б. Алгебра и начала математического анализа (базовый и профильный уровни) 11 кл.– М.: Просвещение, 2015. С. 98-118, 271-307.
Дополнительная литература:
Шахмейстер А.Х. Построение и преобразование графиков. Параметры. Ч.2-3. СПб.: Петроглиф; М.: МЦНМО, 2016. 392 с. С.73-307.
Открытые электронные ресурсы:
Образовательный портал “Решу ЕГЭ”.
https://mathb-ege.sdamgia.ru/test?theme=177
Решу ЕГЭ образовательный портал для подготовки к экзаменам https://ege.sdamgia.ru/.
Открытый банк заданий ЕГЭ ФИПИ, Элементы комбинаторики, статистики и теории вероятностей, базовый уровень. Элементы комбинаторики, статистики и теории вероятностей. Базовый уровень. http://ege.fipi.ru/.
Теоретический материал для самостоятельного изучения
1. Исследование функции и построение графика
Схема исследования функции на примере функции
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/2953f778-bc00-4410-844f-f079267e80a1.png]
1) Область определения функции
Знаменатель дроби не равен нулю:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/f1f9f6fb-502a-495c-abf8-cb8b51450e9c.png]
Получили область определения
D(y)=[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/f125a090-4b5f-4989-8a98-3c3d1703e204.png]
1. Множество значений функции
Отыскание Е(у) можно свести к решению уравнения с параметром у. Все значения параметра у, при которых уравнение имеет хотя бы одно решение, и составят Е (у).
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/7950ed9c-b589-4b4e-ba80-0509b432977d.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/178244ee-50f1-45b6-aca0-a71e9da5865a.png]
Получили [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/ed062701-e842-4593-90ca-a5fe223a0847.png]
1. Четность / нечетность функции
D(y)= [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/c3b18a81-75b8-4e22-a38b-3fbad44a6793.png] - симметрична относительно нуля
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/b7c4edec-2d98-4f27-8f54-77925b94ee70.png],
следовательно, функция четная и ее график симметричен относительно оси ОУ
1. Нули функции
Для нахождения нулей функции необходимо решить уравнение [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/23befe06-da03-4b2a-a3ca-e3f13a6f16a7.png]
Уравнение не имеет действительных корней, значит, нулей у данной функции нет, ее график не пересекает ось ОХ
1. Промежутки знакопостоянства
у>0 при [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/e5a5173a-22fa-4e6a-8803-9765e3a69a00.png]
у<0 при [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/3583c756-d608-4956-a741-e769cce27ad0.png]
1. Монотонность
Найдем производную
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/f9b412f9-cd67-4720-8f7f-49ffcde15b64.png]
Найдем точки, в которых производная равна нулю или не существует: х=0, х=-1, х=1.
Определим знаки производной в полученных промежутках.
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/4501d116-c25e-4e25-9232-72b71a85dee7.png]
точки -1, 1 – выколоты, 0 - закрашена
Производная положительна, а значит, функция возрастает при [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/ed7c0006-c314-48bb-ac5f-17bd8ea18a01.png].
Производная отрицательна, а значит, функция убывает при [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/b09fc625-50aa-4c36-b07e-e9b5eef706e9.png]
1. Экстремум
х=0 – стационарная точка.
В ней производная меняет знак с плюса на минус, следовательно, х=0 – точка максимума.
Значение функции в точке максимума
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/ff4440c0-815f-4157-9a07-611f83ad2aa8.png]
1. Дополнительные точки
у(0,5)= у(-0,5)=-5/3; у(2)=у(-2)=5/3; у(3)= у(-3)=5/4
1. Отразим найденные свойства графически, построим график функции
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/04f176e5-a43b-41e1-86c7-4eeb0ee90c19.png]
2. Решение задачи на оптимизацию
Задачи на отыскание наибольших или наименьших значений величин решаются по определенному плану.
В решении таких задач выделяют 3 основных этапа:
1 этап. «Перевод» задачи на язык функций:
1. вводят независимую переменную х
2. выявляют оптимизируемую величину у, для которой надо найти наибольшее или наименьшее значение
3. выражают у через х и другие известные величины
4. устанавливают по условию задачи границы изменения переменной х
2 этап. Исследуют составленную функцию на наибольшее или наименьшее значение (в зависимости от условия задачи) с помощью производной или элементарными средствами.
3 этап. Интерпретация найденного решения для поставленной задачи – «перевод» полученного математического результата на язык задачи.
Рассмотрим план решения на примере задачи.
Задача. В распоряжении начальника имеется бригада рабочих в составе 24 человек. Их нужно распределить на день на два объекта. Если на первом объекте работает t человек, то их суточная зарплата составляет 4t2 у.е. Если на втором объекте работает t человек, то их суточная зарплата составляет t2 у.е. Как нужно распределить на эти объекты бригаду рабочих, чтобы выплаты на их суточную зарплату оказались наименьшими? Сколько у.е. в этом случае придется заплатить рабочим?
Решение:
1 этап. Ведем переменную, выразим нужные компоненты, составим искомую функцию.
Пусть на 1 объект направлено х рабочих, суточная зарплата которых составит 4x2 у.е.
Тогда на 2 объект направлено (24 - x) рабочих – суточная заработная плата (24 - x)2 (у.е.)
Всем рабочим нужно заплатить 4x2+(24 - x)2 = 5x2 -48x+576 (у.е.)
Причем 0≤ x ≤ 24, x ϵ N.
2 этап.
Рассмотрим функцию f(x)=5x2-48x+576.
Функция квадратичная, старший коэффициент положителен, следовательно, наименьшее значение в вершине при x0 = 4,8 .
3 этап. Перевод на язык задачи
Поскольку x ϵ N, подходящим будет ближайшее к вершине натуральное значение, x=5 (рабочих) – на 1 объекте.
24-5=19 (рабочих) – на 2 объекте.
Наименьшее значение f(5)=125+240-576=461 (у.е.) – наименьшая суточная выплата.
Примечание: исследовать функцию также можно было с помощью производной.
Ответ: 5 рабочих на 1 объекте, 19 – на втором, 461 у.е. – наименьшая суточная выплата.
Примеры и разбор решения заданий тренировочного модуля
1. Исследуйте функции на четность.
	Функции

	у=0

	у=sin(x+5π/2)

	у=lg(x+10)

	[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/02e67eaf-82f1-4909-af8b-90fd36485454.png]


Решение:
1. у=0
область определения – множество действительных чисел – симметрична относительно нуля
у(-х)=0, что можно интерпретировать и как у(х), и как –у(х). К тому же график этой функции – прямая, совпадающая с осью ОХ, - симметричен относительно оси ОУ и относительно начала координат.
Данная функция одновременно четна и нечетна.
1. у=sin(x+5π/2)
область определения – множество действительных чисел – симметрична относительно нуля
преобразуем функцию, применив формулы приведения: sin(x+5π/2)=cos x
у= cos x – четная функция, значит, исходная функция также четная
1. у=lg(x+10)
логарифмируемое выражение должно быть положительным
x+10>0; x>-10
D(y): x>-10
Область определения несимметрична относительно 0, значит, в проверке второго условия нет необходимости, - функция общего вида.
1. [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/ec8f5311-face-49ca-8ee0-103f6465a94e.png]
Найдем область определения D(f)
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/a68e2e43-a9e5-4e1a-b7b9-cbbc66b7a2d0.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/2505b086-095a-4634-a939-52da667d83ad.png]
Проверим второе условие
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/dd9614f5-3d2f-4fc2-a6e7-f2e4987bc5ed.png]
Полученное в результате подстановки –х в функцию выражение, очевидно, не равно f(x), не дает пока понимания о выполнении условия нечетности.
Зайдем с другого конца, выразим -f(x):
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/4ed1233e-59b9-48d2-8d59-36a4ff9d176a.png]
домножим на сопряженное
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/89d795ec-15d7-419a-af76-fbfe03ee51cc.png] [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/8d68e757-0b84-44d9-9f0a-163f60bf8781.png]
Теперь можем сделать вывод: f(-x)=-f(x), функция нечётная.
Ответ:
	Функции
	Четность / нечетность

	у=0
	и четная, и нечетная

	у=sin(x+5π/2)
	четная

	у=lg(x+10)
	общего вида

	[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/146c2684-5bf1-4c40-8502-2043e9aa6ad9.png]
	нечетная


2. [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/3708ce3b-5407-44ed-ac42-ac546f0e975f.png]
Решение:
Используем функциональный подход при решении данной задачи. Представим каждое из уравнений как функции. Построим их графики. Единственное решение системы будем интерпретировать как единственную точку пересечения графиков функций первого и второго уравнений.
Второе уравнение проще, но содержит параметр. Перепишем его в явном виде для функции, выразив у: у=-х+а.
В таком виде понятно, что данное уравнение задает множество прямых, параллельных у=-х.
Первое уравнение содержит квадратные корни, что накладывает ограничения: х≥-4, у<7
Сгруппируем в скобках первое, третье и пятое слагаемые, второе и четвертое, получим: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/aea9f580-6b9a-4099-b791-c85987c85dcd.png]
Приравнивая каждый из множителей числителя к нулю, получаем прямые: у=4, у=х+3, х=-4, точнее, с учетом ограничений, части прямых.
Выполним построения выделенных функций.
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/278c14e7-8c82-4ba0-ad7a-c1c4a69a3381.png]
Условию задачи удовлетворяют только такие прямые второго уравнения у=-х+а, которые пересекают графики первого уравнения только в одной точке.
Анализируя рисунок, получаем: а ≤ -5, а ≥11, а=5.
Ответ: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6124/20190202153917/OEBPS/objects/c_matan_11_48_1/296d4a01-82f4-4510-b04a-d63a905d33dd.png]
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