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Тема урока: Геометрические комбинации на практике
1.Теоретическая часть.
Общие принципы о задачах на комбинации геометрических тел
Одной из самой непростой из тем при изучении стереометрии является решение задач на комбинации разных геометрических тел. Решение каждой задачи включает в себя два основных этапа. Сначала нужно представить себе искомое тело или поверхность вращения, попытаться его изобразить, выяснить из каких основных фигур оно состоит. Затем, используя формулы, найти его объем или площадь поверхности.
Приступая к решению задачи, необходимо хорошо знать, четко и ясно представлять себе все условие задачи и ее требование (основной вопрос задачи). Применительно к задачам по стереометрии это означает необходимость отчетливо представлять в пространстве ту фигуру, о которой идет речь в задаче. Только после этого можно сделать правильный чертеж и верно решить задачу. Пренебрежение этим правилом приводит к грубым ошибкам и неправильному решению. 
В большинстве случаев решение задачи после правильного представления фигуры в пространстве не вызывает особых затруднений. Часто труднее обосновать решение, чем получить ответ. 
В практической части рассмотрим всевозможные комбинации многогранников с телами вращения.
В жизни редко возникают задачи, в которых объекты можно описать с помощью одной фигуры. Чаще всего мы моделируем предмет, разбивая его на части, которые можем приблизить простыми фигурами. Таким образом,  нам приходится работать и описывать комбинации фигур.
Так в планиметрии мы много внимания уделили парам «многоугольник-окружность». Треугольник – единственный из многоугольников, который обладает следующим свойством: в любой треугольник можно вписать окружность и вокруг любого треугольника можно описать окружность. Мы определили, в каких точках и на пересечении каких линий находятся центры этих окружностей и как найти их радиусы по элементам треугольника. Например, теорема синусов связывает стороны и углы треугольника с радиусом описанной вокруг него окружности (см. рис. 1):


Рис. 1. Описанная около треугольника  окружность
Но уже для четырехугольников ситуация другая: только некоторые можно вписать в окружность и только вокруг некоторых описать. Мы их назвали вписанными и описанными четырехугольниками (см. рис. 2, 3) и вывели признаки, по которым их можно отличить от остальных четырехугольников.

Рис. 2. Описанный четырехугольник

Рис. 3. Вписанный четырехугольник
Теперь мы рассмотрим комбинации различных тел в пространстве – многогранников и тел вращения. На этом уроке мы рассмотрим, какие бывают их комбинации, и порешаем задачи на эту тему. Начнем с определений. Они очень похожи на аналогичные определения в планиметрии.
Сфера (шар) называется описанной около многогранника, если все вершины многогранника лежат на сфере (см. рис. 4). По-другому говорят, что многогранник вписан в сферу (шар).

Рис. 4. Описанная сфера (шар)
Сфера (шар) называется вписанным в многогранник, если сфера касается всех граней многогранника (см. рис. 5). Многогранник называется при этом описанным около сферы (шара).

Рис. 5. Вписанная сфера (шар)
Легко увидеть, что не в любой многогранник можно вписать шар, и не вокруг любого можно описать шар. Контрпримеры можно взять из планиметрии.
В прямоугольник, не являющийся квадратом, нельзя вписать круг. Аналогично в прямоугольный параллелепипед, не являющийся кубом, нельзя вписать шар. Вокруг ромба, не являющимся квадратом, нельзя описать окружность. Аналогично вокруг вытянутого гектаэдра невозможно описать шар. Шар можно описать вокруг любого и вписать в любой правильный многогранник.
Рассмотрим еще некоторые, самые простые случаи, когда около многогранника можно описать шар и вписать шар в него.
Задача 1. Доказать, что около пирамиды, боковые ребра которой равны, можно описать шар. Доказать, что центр шара лежит на высоте пирамиды или ее продолжении (см. рис. 6).

Рис. 6. Иллюстрация к задаче 1
Доказательство.
Понятно, что все точки высоты пирамиды равноудалены от вершин основания. Действительно, раз все боковые ребра равны: , высота  – общий катет, то равны все образованные прямоугольные треугольники , значит, и их вторые катеты: . Тогда вершина пирамиды проецируется в центр описанной окружности основания (см. рис. 7). Это полезный факт, который стоит запомнить: если у пирамиды равны боковые ребра, то основание ее высоты – центр описанной окружности основания.

Рис. 7. Иллюстрация к задаче 1
Осталось найти на высоте такую точку, которая будет удалена от вершины пирамиды на расстояние, равное расстоянию до вершин основания. Проведем из бокового ребра серединный перпендикуляр к высоте пирамиды. Полученная точка пересечения и будет центром описанного шара (см. рис. 8). В самом деле, т. к. полученный треугольник – равнобедренный, то расстояние от этой точки до вершины пирамиды и до вершины основания равны. 
Рис. 8. Иллюстрация к задаче 1
В случае если, точка пересечения окажется на продолжении пирамиды, ситуация не меняется. Расстояние до всех вершин будет одинаковым (см. рис. 9).

Рис. 9. Иллюстрация к задаче 1
Задача 2. Доказать, что около правильной усеченной пирамиды можно описать шар (см. рис. 10).

Рис. 10. Иллюстрация к задаче 2
Доказательство.
Проведем серединный перпендикуляр из бокового ребра  к высоте пирамиды, проходящей через центры оснований. Получим точку пересечения  на высоте или ее продолжении (см. рис. 11).

Рис. 11. Иллюстрация к задаче 2
Т. к. треугольник  – равнобедренный, то расстояние от нее до верхней и нижней вершин бокового ребра одинаковы. Но расстояние от любой точки высоты правильной пирамиды до вершин каждого из оснований одинаковы (докажите это самостоятельно). Значит, точка равноудалена от всех вершин усеченной пирамиды.
Легко доказать, что около прямой призмы можно описать шар, если около ее основания можно описать окружность. Тогда центр  шара лежит в середине отрезка, соединяющего центры описанных около оснований окружностей (см. рис. 12).

Рис. 12. Иллюстрация к задаче 2
Понятно также, что для усеченной пирамиды можно не требовать «правильности», а заменить это условие на менее строгое: достаточно, чтобы вокруг оснований усеченной пирамиды можно было описать окружность и чтобы пирамида была прямой.
Задача 3. В шар вписана пирамида, основанием которой является прямоугольник с диагональю . Каждое боковое ребро составляет угол  с основанием. Найти радиус шара (см. рис. 13).

Рис. 13. Иллюстрация к задаче 3
Решение.
Т. к. все боковые ребра наклонены к плоскости основания под одинаковым углом, то все прямоугольные треугольники , которые образуются высотой и боковыми ребрами, равны (по катету и острому углу). Значит, основание высоты  – центр описанной около основания окружности (точка пересечения диагоналей прямоугольника). Обратите внимание, что мы получили тот же результат, что и для равных боковых ребер. Это не совпадение – из равенства углов наклона боковых ребер можно вывести равенство их длин и наоборот (через равенство уже рассмотренных нами прямоугольных треугольников).
Центр шара лежит на высоте пирамиды (см. рис. 14). Тогда плоскость треугольника  задает осевое сечение шара. Получается, что окружность, описанная около треугольника , имеет радиус, который равен радиусу шара.

Рис. 14. Иллюстрация к задаче 3
Рассмотрим треугольник  отдельно (см. рис. 15).

Рис. 15. Иллюстрация к задаче 3

Противоположная сторона  равна . По теореме синусов имеем:


Ответ: .
Поговорим теперь о шаре (сфере), вписанном в многогранник. Пусть в прямую призму вписан шар. Тогда его радиус равен половине высоты призмы:

Более того, вид сверху на эту конструкцию убеждает в том, что в основание вписывается круг с тем же радиусом (см. рис. 16).

Рис. 16. Шар вписан в прямую призму
Более интересен вопрос с пирамидой.
Задача 4. Доказать, что в пирамиду с равнонаклонненными гранями можно вписать шар (см. рис. 17).

Рис. 17. Иллюстрация к задаче 4
Доказательство.
Как только у пирамиды боковые грани равнонаклонены, то появляется понятие апофемы. Высоты всех боковых граней равны и имеют равный угол наклона с основанием:

Тогда высота  и апофемы  образуют равные прямоугольные треугольники , значит, из равенства их нижних катетов следует, что основание высоты  – центр вписанной окружности (см. рис. 18).

Рис. 18. Иллюстрация к задаче 4
Этот факт тоже полезно запомнить, он будет часто встречаться при решении различных задач: если у пирамиды боковые грани наклонены к плоскости основания под одинаковым углом, то вершина пирамиды проецируется в центр вписанной окружности основания.
Понятно, что окружность касается сторон основания в тех же точках, куда опускаются апофемы, т. е. высоты боковых граней. Это следует из теоремы о трех перпендикулярах.
 перпендикулярна ,  – ее проекция, значит, тоже перпендикулярна .
Рассмотрим отдельно треугольник . Проведем биссектрису угла . Получим точку . Из нее опустим перпендикуляр  (см. рис. 19). Очевидно, что .

Рис. 19. Иллюстрация к задаче 4
Вернемся к пирамиде. Опустив перпендикуляры из точки  на все апофемы, мы получим точки ,  и т. д (см. рис. 20). Отрезки . Более того, они все перпендикулярны граням, к которым проведены.

Рис. 20. Иллюстрация к задаче 4
 перпендикулярен к основанию, т. к. лежит на высоте пирамиды.  перпенидкулярен  и , значит, и грани . Аналогично для других отрезков. Следовательно,  – центр вписанного в пирамиду шара (см. рис. 21). Т. е. центр вписанного шара в такую пирамиду – это точка пересечения высоты пирамиды и биссектрисы угла между апофемой и ее проекцией.

Рис. 21. Иллюстрация к задаче 4
2. Практическая часть. 
Сделать опорный конспект.
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